1 Analysis — Kurvendiskussion

1.1 Allgemeingiiltige Betrachtungen

Die folgenden aufgezeigten Betrachtungen und Rechenschritte gelten fiir alle Arten von Funk-
tionen.

e Funktion (z.B. Polynom n-ten Grades)

Schreibweise als:

— Funktionsgleichung:

F(2) = aua™ + apa™ 4+ ag

Zuordnungsvorschrift:

~1
frax—ax" +a,_ 12" +---+a

eine Funktion liegt vor, wenn jedem x-Wert genau ein y-Wert zugeordnet ist
— wobei einem y-Wert mehrere x-Werte zugeordnet sein konnen

— Beachte: ist einem x-Wert mehr als ein y-Wert zugeordnet, dann liegt keine
Funktion, sondern eine Relation vor (z.B. Kreis im Koordinatensystem)

Schnittpunkt S,(0|y) mit y-Achse
alle z-Werte x = 0 setzen, d.h. f(0) =---= =  ausrechnen

Nullstellen N;(x;|0) (Schnittpunkte mit x-Achse)
y-Wert y = 0 setzen, d.h. f(z) =0=... =  Gleichung nach = auflésen

zugehoriger y-Wert bei gegebenem x-Wert

gegebenen z-Wert einsetzen in f(z) =---= =  ausrechnen

zugehoriger x-Wert bei gegebenem y-Wert

gegebenen y-Wert in f(x) =y =... einsetzen —  Gleichung nach z auflésen

Monotonieverhalten

— beschreibt das Verhalten der Funktion bei ansteigenden x-Werten (d.h. von links
nach rechts)

— monoton steigend, wenn gilt (h € R™")

fl@) < flz+h)

— monoton fallend, wenn gilt (h € R™T)

f(x) > f(z+h)

e Definitionsmenge Dy

— Menge Dy aller z-Werte, fiir welche die Funktion f(x) definiert ist (d.h. x-Werte,
die die Funktion annehmen kann)



1.2

— die Definitionsmenge Dy wird eingeschrankt durch Definitionsliicken bzw. senk-
rechte Asymptoten

Wertemenge I,

— Menge Wy aller y-Werte, die die Funktion annimmt

— die Wertemenge W wird eingeschrankt durch absolute Maxima oder Minima und
durch waagerechte (schriige) Asymptoten

Schnittpunkte S;(z;|y;) der Graphen zweier Funktionen

— Gleichsetzen der Funktionsgleichungen f(z) = g(z)
— Auflésen der entstandenen Gleichung nach x

— FEinsetzen der z-Werte in eine der beiden Funktionsgleichungen und berechnen
der dazugehorigen y-Werte

— = Si(z1|y1), Sa(w2]ys), ete.
Extremwerte (Maxima, Minima, Terrassenpunkte)
Wendepunkte und Kriimmungsverhalten
Stetigkeit
Differenzierbarkeit
Definitionsliicke und Asymptoten
Differentialrechnung

Integralrechnung

Lineare Funktionen — Geraden
Funktionsgleichung
flz)=mz+t

— bei gegebenen Graphen durch Ablesen des Schnittpunktes ¢ mit der y-Achse und
der Steigung m mittels Steigungsdreieck

Steigung

Mmoo
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Schnittpunkt mit y-Achse

fO)=m-04+t=t

Zeichnen des Graphen

— markieren von S,(0[t) als Schnittpunkt auf der y-Achse



— ausgehend von S,(0|t) markieren eines zweiten Punktes S(z2|y2) mittels Stei-
gungsdreieck (Az nach rechts oder links entsprechend Vorzeichen und Ay nach
oben)

— verbinden der beiden Punkte S, (0[t) und S(z2|y2)

e Nullstellen (Schnittpunkt mit x-Achse)
— Funktionsgleichung gleich Null setzen f(x) = 0 und nach x auflésen
mx+t=0
t
r=——
m
e Monotonieverhalten
— monoton steigend fiir m > 0
— monoton fallend fiir m < 0
—firm=0 = f(x)=t = f(z) ist parallel zur z-Achse
e Definitionsmenge Dy = R
e Wertemenge W; = R (fiir m # 0)
e Erstellen der Funktionsgleichung bei zwei gegebenen Punkten
— A(z1|y1) und B(z3|ys) sind gegeben
— Steigung berechnen m = £2=%
— m und z-, y-Wert von A oder B in y = mx + t einsetzen und ¢t berechnen
— mound t in f(x) = mx + t einsetzen
e Schnittpunkte mit Graphen anderer Funktionen

— z.B. Schnittpunkt zweier Geraden f(z) = myx + t; und g(x) = mozx +ty =

m1x+t1:m2x+t2
(ml—mg) . l‘:tg—tl

to — 11
Ty = ———
myi — Mo
— x5 in f(z) oder g(z) einsetzen und ys ausrechnen = S(z|ys)
— oder: f(x) und g(x) als Gleichungssystem mit zwei Gleichungen I und IT (Varia-
blen x und y) mittels Gleichsetzungs-, Einsetz- oder Additionsverfahren 16sen
e Normale — zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht

— unter einer Normalen im Punkt P(z|yo) versteht man eine Gerade g, (z) = m,z+
tn , die im Punkt P(zo|yo) auf dem Graphen einer anderen Funktion, z.B. Gerade
f(z) = mx +t , senkrecht steht

— Steigung m,, der Normalen berechnet sich durch

m, = ——
m



1.3 Gebrochen rationale Funktionen — Hyperbeln
e Funktionsgleichung

A + 12"+ . Fax +ag
by ™ + by x™ 1+ ...+ b+ by

fz) =

— eine gebrochen rationale Funktion ist eine Funktion, welche im Nenner die Varia-
ble x enthélt

— Beispicle: f(z)=1; g(z)===; h)= s A $3+23;2+1

r2—1 $3+1‘2 9

e Definitionsmenge, Definitionsliicke und Asymptoten

— Definitionsliicke x; wird berechnet, durch Null setzen des Nenners

b ™ + b2 bz +by=0

und auflésen nach der Variable z; = ...
— Definitionsmenge Dy = R\{z;}

senkrechte Asymptoten sind vorhanden an der Stelle der Definitionsliicke x; =

— x-Achse als Asymptote, wenn Zaehlergrad < Nennergrad

— waagerechte Asymptoten sind vorhanden, wenn Zachlergrad = Nennergrad

d.h. der Grenzwert der Funktion geht gegen eine Konstante = Konstante ist
Asymptote

— schrige Asymptoten sind vorhanden, wenn der Zaehhlergrad > Nennergrad

— Wertemenge ist abhingig von waagerechten, schrigen Asymptoten etc.
e Schnittpunkt mit y-Achse

— vorhanden, wenn keine Definitionsliicke an der Stelle z = 0 existiert

— z = 0 in die Funktionsgleichung einsetzen — f(0) = ... =
e Nullstellen
— Nullstellen werden berechnet, durch Null setzen des Zéhlers
A + ap 12"V + . FaxF+ag=0

und auflosen nach der Variable x; = ...

1.4 Quadratische Funktionen — Parabeln

e Formen quadratischer Gleichungen

— allgemeine Form f(x) = az® + bz + ¢
— Scheitelpunktform f(x) = a(z — z,)* + y, mit Scheitelpunkt S(z,|ys)
— Nullstellenform f(z) =a- (z — x1) - (x — x2) mit Nullstellen Ny(x1|0), No(x2|0)
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allgemeine Form

I [ (0 = o xey,

Normalform Scheitelpunktform Nullstellenform

Abbildung 1: Beziehungen/Umwandlung verschiedener Formen quadratischer Gleichungen

— Normalform f(x) = 2% + px + ¢

e Faktor a
—a>0: Parabel nach oben gedffnet
—a<0: Parabel nach unten geotffnet
— |a| =1: Normalparabel
— |a] > 1: gestreckte Parabel, d.h. schmaler als Normalparabel
— |a| < 1: gestauchte Parabel, d.h. breiter als Normalparabel
e Verschiebung

— der Graph der Funktion f(z) = a(z — x5)* + y, entsteht aus der unverschobenen
Funktion f(z) = ax?® durch Verschiebung um z, in 2-Richtung und um y, in

y-Richtung
e Definitionsmenge Dy = R
e Wertemenge Wy = [z, 00 (fir @ >0) und Wy =] —o0; 4] (fiir a < 0)
e Nullstellen
—firb=0 = ar’+¢c=0 = x5 ==4,/-%
—firc=0 = a2’ +br=z(ax+b) =0 = 21 =0 und zp = -2

. — Vb2 —4.q-
—firar? +br+c=0 = ng:W

Schnittpunkt mit der y-Achse

fO)=a-0+b-0+c=c

Aufstellung der Funktionsgleichung

— Scheitelpunkt S(zs|ys) und weiterer Punkt P(x|y)

x-, y-Werte von S und P in die Scheitelpunktsform einsetzen und Parameter a
ausrechnen = f(z) = a(z — z,)? + y,




— Nullstellen N;(z1|0), Na(22|0) und weiterer Punkt P(z|y)
x-, y-Werte von N; und N; in die Nullstellenform einsetzen und Parameter a
ausrechnen — f(z) =a-(x — 1) - (z — x2)

— drei Punkte P(z1|y1), Q(72]y2), R(ws|ys)
Punkte P, @, R jeweils in die allgemeine Form einsetzen und System aus drei

Gleichungen I, II, ITI mittels Einsetz-Verfahren etc. nach den drei Parametern a,
b, c auflésen = f(z) = ax® + bx + ¢

e Schnittpunkte mit Graphen anderer Funktionen

— Parabel & Gerade: Funktionen gleich setzen =— z-Werte berechnen — y-
Werte mit einer Funktionsgleichung berechnen

ar? +br+c=mx +t

ax’ + (b—m)r+(c—t) =0

—(b—m) £ /(b—m)?—4da(c—1)
2a

T2 =

— Parabel & Parabel: Funktionen gleich setzen =— z-Werte berechnen — y-
Werte mit einer Funktionsgleichung berechnen

a2 + b1 + ¢4 = asx® + b + 5

(a1 — ag)z® + (b1 — by)z + (¢ — c2) =0

—(bl — bg) + \/(bl — b2)2 — 4((1,1 — (1,2)(01 — CQ)
2((1,1 — (1,2)

T2 =

o Extremwert-Probleme

— Aufstellung einer Extremwert-Gleichung fiir den Extremwert der gesuchten Grofie
(z.B. Formel fiir Fliache etc.) aus den Angaben/Fragestellung der Aufgabe

— enthiélt die aufgestellte Extremwert-Gleichung zwei Variable, so muss eine weitere
Gleichung aus den Bedingungen aufgestellt werden, die es ermoglicht, eine der
beiden Variablen durch die andere Variable auszudriicken = eine Variable kann
in der Extremwertgleichung eliminiert werden

— die neue Form der Extremwert-Gleichung mit nur noch einer Variablen hat die
Form einer quadratischen Gleichung = der Scheitelpunkt ist die Losung des
Problems

— die Extremwertgleichung muss mittels quadratischer Ergénzung in die Scheitel-
punktsform umgewandelt werden —>

x der y-Wert des Scheitelpunktes gibt den Maximal- bzw. Minimalwert der
gesuchten Grofie an

x der x-Wert des Scheitelpunktes gibt den Wert an, fiir welchen die gesuchte
Grofle maximal bzw. minimal wird



1.5 Trigonometrische Funktionen — sin, cos, tan, cot
1.6 Wurzelfunktionen

1.7 Logarithmische Funktionen

1.8 Exponetialfunktionen

1.9 Potenzfunktionen

1.10 Polynome



